KOMBINATORIKA NA LAKSI NACIN - ©

Sta biste uradili sa novcem koji dobijete na loto premiji? Hmm, lepa tema za
razmisljanje. Medutim, koje su Sanse da dobijete premiju na lotou, odnosno, da
od svih mogucih kombinacija izvuku bas vasu. Treba pogoditi jednu kombinaciju
od ... hmmm... mnogo © . Dakle, treba da izraéunamo koliko ima svih mogucih
loto kombinacija. E, tu na scenu stupa kombinatorika.

Kombinatorika u srednjoj skoli moze biti pravi bauk. Silne permitacije,
kombinacije, varijacije i jos ko zna $ta. Bas kad pomislite da ste nesto razumeli
dobijete zadatak koji nemate pojma kako da resite. Kako najlakse razumeti
elemente kombinatorike? Kako shvatiti kombinacije, permutacije i varijacije? |,
na kraju, kako sve to primeniti u konkretnim zadacima?

Na sva ova pitanja pokusacu da odgovorim Sto jednostavnije i Sto
razumljivije. Uvedimo najpre neke osnovne oznake i formule.

FAKTORUJEL
Faktorijel nekog prirodno broja je proizvod svih prirodnih brojeva koji su

maniji ili jednaki njemu. Faktorijel oznacavamo uzvicnikom (n!) i racunamo ga na
sledeci nacin:

n'=n-(n-1)-(n-2)-..-2-1

Dakle, kada treba da izra¢unamo faktorijel neko broja samo pomnoZzimo sve

prirodne brojeve od 1 do tog broja. To znaci da je faktorijel broja 5 jednak

51=5.4.3.2-1=120

Zadatak 1: Koliko je 8!
Resenje: 81=8-7-6-5-4-3-2-1=40320

Primetimo da vazi:
n'=n-(n-1)-(n—-2)-..-2-1=n-(n-1)!
odnosno:
51=5.4.3-2-1=5-4!
Ovo mozemo i dalje da nastavimo:
n'=n-(n-Y!=n-(n-1)-(n-2)!=..
1




To znaci da je:
10!'=10-9!'=10-9-8!1=10-9-8-7!1=10-9-8-7-6!=...

Radi lakSeg racunanja uzima se da je 0!=1.
BINOMNI KOEFICUENT
Jo$ jedan vaZan pojam je binomni koeficijent. Naziv “binomni koeficijent”

potice iz formule za razvijanje pirodnog stepena binoma, ali to nama ovde ne
treba pa ne¢emu gubiti vreme nato;) .

n
Binomni koeficijent oznadavamo (k} (¢ita se n nad k) i raCunamo po

n) n!
[kj_k!-(n—k)!

Dakle, za racunanje binomnog koeficijenta potrebna su nam dva prirodna

formuli

broja.

7
Zadatak 2: Koliko je (4) ?

\__ 7 _ 7 7654 7654 210 .
4) 4L(7-4)1 4131 41321 M.3.2.1 6

Resenje: (

Vratimo se sada na kombinatoriku. Kombinatorika nam racuna na koliko
nacina moZemo da izaberemo elemente nekog skupa. Dakle, imamo neki skup, iz
njega izdvajamo podskupove i brojimo ih. Tri osnovna elementa kombinatorike
su: permutacija, varijacija i kombinacija. Da bismo ih prepoznali potrebno je da
odgovorimo na dva pitanja:

1. Da li su izabrani svi elementi pocetnog skupa?
2. Dali je poredak izabranih elemenata bitan?

Kada odgovorimo na ova dva pitanja znacemo da li je u pitanju permutacija,
varijacija ili kombinacija. ©




PERMUTACUE

Zamislite da tri knjige treba da stavimo na policu. Na koliko nac¢ina mozemo
da ih poredamo?

Ako oznacimo knjige brojevima 1, 2 i 3 dobi¢emo Sest mogucih rasporeda
(1-2-3, 1-3-2, 2-1-3, 2-3-1, 3-1-2 i 3-2-1). Dakle, tri knjige mozZemo rasporediti na
ukupno 6 nacina. Ovo i nije bilo tesko.

Medutim, stvar nam se znatno komplikuje ako imamo viSe knjiga, na primer
15. Posmatrajmo zato ovaj primer kao permutaciju. Naime, od 15 knjiga iz
pocetnog skupa svih 15 moraju da budu postavljene na policu i bitan nam je
njihov raspored na polici.

Odavde vidimo da ¢e permutacija kao odgovor na gore spomenuta pitanja
dati sledede:

1. Svi elementi pocetnog skupa JESU izabrani.
2. Poredak izabranih elemenata JESTE bitan.
Dakle, ako u zadatku na oba pitanja dobijemo potvrdan odgovor, u pitanju

su permutacije.

Permutacije mogu da budu bez ponavljanja i sa ponavljanjem. Bez
ponavljanja znaci da su svi elementi u pocetnom skupu razliciti (svih 15 knjiga
koje treba da stavimo na polici su razli¢ite), dok permutacija sa ponavljanjem
znaci da neki elementi mogu da se javljaju viSe puta (na primer, u re¢i TATA slova
Ti A se javljaju po dva puta).

Broj permutacija od n elemenata bez ponavljanja (u oznaci P(n))racunamo
po formuli:

P(n) =n!

Pretpostavimo da da imamo 3 knjige medu kojima su dve iste. Dve iste

knjige mozemo oznaciti brojem 1, a treéu brojem 2. Sada ih na polici moZzemo
rasporediti na samo 3 nacina (1-1-2, 1-2-1i 2-1-1). Dakle, dozvolimo li
ponavljanje smanji¢e nam se broj mogudih rasporeda.

Ako imamo n elemenata u poc¢etnom skupu u kome su m;, m,, ms,.. i my
brojevi istih elemenata elemenata, to jest koliko imamo istih elemenata koje
vrste (pri cemu je m+my+ms+.. +m;=n), ukupan broj permutacija racunamo
prema formuli:



n!
mll.m lm,L--m, |
=M, -m;: -

P(n,m,m,,m,,.m)=

Dakle, ako imamo 15 knjiga na policu ih moZemo rasporediti na
P(15) =15!=1307674368000
Kad vidim ovako veliki broj, moram da priznam da mi je drago da nisam
morao da pisem sve moguce kombinacije. ©

Zadatak 3: Na koliko se nacina 3 ista udzbenika matematike, 2 iste zbirke iz
matematike i 1 radna sveska mogu poredati na polici.

Resenje: Odgovorimo najpre na dva vazna pitanja. Vidimo da sve knjige idu na
policu pa svi elementi pocetnog skupa jesu izabrani. Osim toga, poredak knjiga
na polici jeste vazan, pa zakljucujemo da se radi o permutacijama.

Takode vidimo da se neke knjige ponavljaju pa su u pitanju permutacije sa
ponavljanjem.

Od ukupno N =3+2+1=6 knjigaimamo 3 ista udzbenika pa se prva knjiga
ponavlja 3 puta, odnosno m;=3, dve iste zbirke te je m,=2 i samo jedna radna
sveska pa je m;=1. Prema formuli za racunanje broja permutacija sa
ponavljanjem imamo:

(- __© 6-5-4-30 120
mtm,bm! 3L2L1 3ot 2

60

VARUACUE

Pretpostavimo sada da u jednom odeljenju od 25 ucenika treba da
izaberemo predsednika, sekretara i blagajnika. Dakle, od 25 uéenika treba da
odaberemo 3 i pritom je vazno ko je predsednik, ko sekretar a ko blagajnik u
odeljenju. Na koliko nacina moZzemo napraviti ovaj izbor.

Ovde su u pitanju varijacije. Od 25 ucenika u odeljenju mi biramo samo 3, pa
nisu svi ucenici izabrani. Takode, vazno je koga éemo izabrati za predsednika,
koga za sekretara a koga za blagajnike, obnosno, bitan je poredak naseg izbora.
Odavde zakljuéujemo da ¢e na dva vazna pitanja varijacije dati sledeée odgovore:




1. NISU svi elementi pocetnog skupa izabrani.
2. Poredak izabranih elemenata JESTE bitan.

Varijacije takode mogu da budu sa i bez ponavljanja. Ako od n pocetnih
elemenata biramo njih k, dobijamo varijacije od n elemenata k-te klase njihov

broj ozna¢avamo kao Vnk ako su varijacije bez ponavljanja, i Vnk ako su u pitanju
varijacije sa ponavljanjem. Da ne dode do zabune, u nekim udzbenicima se
koriste i oznake V| i V,” .

Broj varijacija k-te klase od n elemenata bez ponavljanja raCunamo po

formuli:
ko n!
" (n=k)!
U slucaju varijacija sa ponavljanjem imamo formulu:
Vy =n*

U nasem primeru pretpostavimo da isti u¢enik ne moze da dobije dve
funkcije (niko ne mozZe da bude, na primer, i predsednik i blagajnik). Dakle, od 25
ucenika biramo 3 bez ponavljanja ucenika. To su varijacije od 25 elemenata trece
klase bez ponavljanja paimamodaje n=25i k=3:

| | .24.23.
o _ 25! 25! 2524.23-221 .o

Vs= s 2

Zadatak 4: Koliko se trocifrenih brojeva moze napisati pomocu cifara 1, 2, 3,4, 5
i 6 ako se cifre

a) ne ponavljaju;

b) ponavljaju;
Resenje:
a) Dakle, od ponudenih 6 cifara mi pravimo trocifrene brojeve (odnosno biramo
po tri cifre) pri cemu se cifre ne ponavljaju. Dakle, sve cifre NISU izabrane i
poredak izabranih JESTE bitan pa su u pitanju varijacije bez ponavljanja trece
klase od 6 elemenata, odnosno N=6 i k =3:




, 6! 6! 6.54.3f
Viy=———=—=——7"=120
(6-3)! 3! el
odnosno, ukupno 120 brojeva.
b) Ovde imamo isti slucaj ali ifre smeju da se ponavljaju pa je broj mogudih
varijacija veci:

V2 =6°=216

KOMBINACUE

Pretpostavimo sada da o jednom odeljenju od 25 ucenika treba odabrati
dva predstavnika za Ucenicki parlament. U ovom slucaju opet ne mogu svi
ucenici da budu izabrani (jer od njih 25 biramo samo 2), ali poredak nije bitan (jer
oba ¢lana parlamenta imaju jednake funkcije). Dakle, kombinacija nam na dva
vazna pitanja daje sledeée odgovore:

1. NISU svi elementi pocetnog skupa izabrani.

2. Poredak izabranih elemenata NIJE bitan.

| kombinacije mogu biti sa ponavljanjem i bez ponavljanja. Kombinacije bez

. . v k . v
ponavljanja od n elemenata k-te klase obelezavamo sa C_ i racunamo po

ci-{y

Kombinacije sa ponavljanjem od n elemenata k-te klase (u oznaciC: )

g_ n+k-1
"l ok

Dakle, u naSem slucaju od 25 ucenika biramo 2 pa su u pitanju kombinacije

formuli:

racunamo formulom:

druge klase od 25 elemenata, a njih ima ukupno:

25 I I .24 .
) _( j 25! 25! _25-24-281 600 .

57 2 ) 20(25-2)1 21231 21281 2




Zadatak 5: Na koliko se nacina iz Spila od 32 karte mogu izvuci 4 karte?

Resenje: Od ukupno 32 karte mi biramo 4. Kako ne mogu biti izabrane sve karte i
poredak nije bitan, zaklju¢ujemo da su u pitanju kombinacije od 32 elementa
etvrte klase bez ponavljanja, paje N =32 i K =4 odakle imamo da je:

. (32 32! 321 32.31-30-29- 281
C32 = = = = =
4 41.(32-4)! 21.28! 4!-ZBT
_ 32-31-30-29 _ 863040 _ 35960
4.3.2-1 24
ZAKLIUCCI
Sve gore navedeno mozemo smestiti u jednu tabelu:
Dalisu Da li je bitan

izabrani svi poredak
elementi medu Formule za racunanje
pocetnog izabranim

skupa? elementima?

Bez ponavljanja

P(n)=n!

DA DA PERMUTACIJE

Sa ponavljanjem
n!
m!tm,tmyt--m,!

P(n,m,m,,m,,.m)=

Bez ponavljanja
K n!

NE DA VARUACIE " (n—k)!

Sa ponavljanjem

Vnk — nk

Bez ponavljanja

Ck = (nj
" k
NE NE KOMBINACUE

Sa ponavljanjem

5_ n+k-1
"k




Vratimo se sada na nas problem sa pofetka ovog teksta, dakle, koliko ima
mogucih kombinacija u lotou. Podsetimo se da se u lotou od 39 brojeva bira 7 i
nije vaZno kojim redom su brojevi izabrani. Posmatramo gornju tabelu i
odgovaramo na pitanja: svi elementi NISU izabrani i poredak NUE bitan. Dakle,
zakljutujemo da su u pitanju kombinacije. Osim toga, znamo da se brojevi ne
vracaju u bubanj pa se ne moZe desiti da se isti broj izvuce vise puta, te su u
pitanju kombinacije bez ponavljanja sedme klase o 39 elemenata. Dalje pratimo
tablicu i nalazimo formulu po kojoj éemo izralunati ukupan broj kombinacija:

4]

U naZem slucaju imamo:

; (39) 390 391 39-38-37-36-35-34-33-321
2l 7)) v@e=m 7320 7.6:5:4-3.2:0-337
_ 77519922480 _ 100045

5040

Dakle, 3anse da na lotou dobijemo premiju su 1 u 15380937, ili 1 u preko 15
miliona. Hmmm, moZe li kombinatorika i teorija verovatnoce bar malo da
povecaju te sanse? ;)

U priloZzenom tekstu imate osnovne stvati 1z verovatnoce.
Pogledaite date su formule 1 zadaci koj prate formule sa objasnienjem kako se rada.

Sva pitanja mozete 1 dalje slati na moj mejl djolemladenovic@ gmail.com
ali bilo b1 bolje da krenemo da koristimo platformu Microsoft Teams
ode ¢u staviti 1 neka video predavania.

Sreéan rad.
prof. Porde Mladenovié




